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2 Espaços de Hilbert 21
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15.4 Sensibilidade em relação às condições iniciais . . . . . . . . . 225
15.5 Exercı́cios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

A O método dos resı́duos 231

B Guia para a resolução dos exercı́cios 235
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Prefácio

A análise funcional dá-nos um conjunto de ferramentas matemáticas impor-
tantes para analisar do ponto de vista teórico, experimental e numérico os
sistemas da Fı́sica e da Engenharia. As suas técnicas são particularmente
úteis na determinação e no estudo de soluções de equações às derivadas parci-
ais, na teoria dos operadores e das funções generalizadas ou distribuições, na
construção de algoritmos de integração numérica e de processamento e análise
de sinais.

Os primeiros seis capı́tulos deste livro são uma introdução informal à aná-
lise funcional, incluindo a análise de Fourier. O objectivo foi o de fazer um
primeiro contacto com a teoria da medida e da integração, sem alguns dos seus
aspectos mais formais. Do capı́tulo 7 ao capı́tulo 13, estudam-se as equações
das ondas, do calor e a classe das equações de Laplace, assim como as técnicas
mais usadas na obtenção das suas soluções.

Os últimos dois capı́tulos abordam os solitões e alguns aspectos da teoria
dos sistemas caóticos, que poderão ser leccionados em formato de seminário.
Estes assuntos desenvolveram-se significativamente nos últimos anos e têm
aplicações importantes tanto na Fı́sica como na Engenharia.

No Apêndice A resumem-se alguns resultados da teoria dos resı́duos e no
Apêndice B dão-se indicações para a resolução dos exercı́cios.

A escolha destas matéria teve em conta as necessidades técnicas básicas
das várias disciplinas da Fı́sica e da Engenharia, não se sobrepondo a assuntos
mais especı́ficos como sejam o estudo das equações de Maxwell, de Schrödin-
ger ou de Navier-Stokes. O estudo destas equações é feito em detalhe em
cadeiras mais especializadas.

Lisboa, Setembro de 2018
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Apêndice A

O método dos resı́duos

Relembram-se as definições básicas da teoria das funções analı́ticas e do
método dos resı́duos.

Uma função analı́tica ou holomorfa numa região aberta D do plano com-
plexo C é representada por uma série de Taylor

f (z) =
+•

Â
n=0

an(z� z0)
n,

em que o raio de convergência da série é R = limn!+• an/an+1. Se r =
limn!+•(an)1/n é finito, então, R = 1/r .

Seja g uma curva fechada simples (sem intersecções) no plano complexo.
Se a curva g tem uma representação paramétrica monótona, g = x(t)+ iy(t),
para t0  t  t1, então

Z

g
f (z)dz =

Z t1

t0
f (g(t))g 0(t)dt .

O ı́ndice de uma curva fechada g em torno de um ponto ponto z0 2 C é o
número

I(g,z0) =
1

2pi

Z

g

dz
z� z0

.

Em geral, tem-se que, I(g,z0) = n, em que n é um número inteiro. Se I(g,z0) =
n > 0, então o ponto z0 está no interior de g e a curva é percorrida no sentido
anti-horário, figura A.1. Se I(g,z0) = 0, o ponto z0 está no exterior de g .

231



232 A. O método dos resı́duos

z0

I=-1

z0

I=1

z0

I=0

Figura A.1: Índice de uma curva fechada em torno de um ponto z0 do plano
complexo.

Teorema A.1 (Teorema de Cauchy). Se g1 e g2 são duas curvas fechadas sim-
ples numa região do plano complexo em que f (z) é analı́tica, então

Z

g1

f (z)dz =
Z

g2

f (z)dz e
Z

g1

f (z)dz = 0 .

Se uma função complexa f (z) tem um número finito ou uma infinidade
numerável de pólos isolados ou singularidades, z0,z1, . . ., diz-se que a função
f (z) é meromorfa no domı́nio aberto considerado se, em torno de cada pólo
zm, existe um desenvolvimento de Laurent com um raio de convergência finito.
Isto é, em torno de zm, a função f (z) escreve-se na forma

f (z) =
+•

Â
n=1

bn

(z� zm)n +
+•

Â
n=0

an(z� zm)
n,

em que

an =
1

2pi

Z

g

f (z)
(z� zm)n+1 dz

bn =
1

2pi

Z

g
f (z)(z� zm)

n�1dz

e g é uma curva fechada em torno de zm. Em geral, não se pode utilizar a
fórmula de Taylor para a determinação dos an, pois a função f (z) não está bem
definida nas singularidades.

Um pólo zm de uma função meromorfa f é uma singularidade isolada se
apenas um número finito de constantes bn é diferente de zero. Um pólo zm é
de ordem k se bn = 0 para n > k. Um pólo é simples quando se tem apenas
b1 6= 0. Uma singularidade é essencial se existe um número infinito de bk 6= 0.
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O coeficiente b1 do desenvolvimento de Laurent de f designa-se por resı́duo
do pólo zm.

O resı́duo de uma função f = f1/f2, com um pólo simples no ponto x0,
pode ser calculado directamente pela fórmula, Res( f ,x0) = f1(x0)/f 0

2(x0),
desde que f 0

2(x0) 6= 0. Se x0 é um pólo de ordem n,

Res( f ,x0) =
1

(n�1)!
lim

x!x0

dn�1

dxn�1 (x� x0)
n f (x).

Teorema A.2 (Teorema Integral de Cauchy). Seja g uma curva fechada sim-
ples numa região do plano complexo em que f (z) é meromorfa. Se não existem
pólos de f (z) sobre g nem no interior da região delimitada por g , então, para
todo o z0 no interior de g , tem-se que

I(g,z0) f (z0) =
1

2pi

Z

g

f (z)
z� z0

dz .

Teorema A.3 (Teorema dos Resı́duos). Seja f (z) uma função meromorfa numa
região do plano complexo. Se no interior de uma curva fechada g existem
pólos zm de f (z) e se não existem pólos de f (z) sobre g , então

Z

g
f (z)dz = 2piÂ

m
I(g,zm)Res( f ,zm) .

Veja-se como aplicar o teorema dos resı́duos ao cálculo de integrais de-
finidos. Seja uma função f (x) de uma variável real e suponha-se que a sua
extensão ao plano complexo é uma função meromorfa.

Teorema A.4. Se f (z) não tem pólos sobre o eixo real e se | f (z)|  M/|z2|,
para |z|> R, então

Z +•

�•
f (x)dx = 2pi Â

m:Im(zm)>0

Res( f ,zm) =�2pi Â
m:Im(zm)<0

Res( f ,zm) .

Teorema A.5. Se | f (z)| M/|z2|, para |z|> R, então

v.p.
Z +•

�•
f (x)dx = 2pi Â

m:Im(zm)>0

Res( f ,zm)+pi Â
m:Im(zm)=0

Res( f ,zm)

=�2pi Â
m:Im(zm)<0

Res( f ,zm)�pi Â
m:Im(zm)=0

Res( f ,zm) .
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Teorema A.6. Se | f (z)| M/|z|, para |z|> R, então

v.p.
Z +•

�•
eiax f (x)dx =

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

2pi Â
m:Im(zm)>0

Res(eiax f ,zm)

+pi Â
m:Im(zm)=0

Res(eiax f ,zm) , se a > 0

�2pi Â
m:Im(zm)<0

Res(eiax f ,zm)

�pi Â
m:Im(zm)=0

Res(eiax f ,zm) , se a < 0.

O teorema A.6 é ainda válido para integrais da forma

v.p.
Z +•

�•
cosax f (x)dx e v.p.

Z +•

�•
sinax f (x)dx.

Por exemplo, o integral Z +•

�•
e�x2

dx

não pode ser calculado por técnicas de resı́duos. Isto deve-se ao facto de
|e�z2 | = 1, para argz = p/4, não se verificando nenhuma das condições dos
teoremas A.3-A.6.



Apêndice B

Guia para a resolução dos
exercı́cios

1.1) Decorre directamente da definição de função contı́nua e da sua tradução
em termos de conjuntos abertos e fechados. No entanto, faça-se a demonstra-
ção. Seja f : X ! R. Naturalmente, X e R são ambos espaços euclidianos.
Queremos mostrar que f é contı́nua se, e somente se, a pré-imagem de um
conjunto aberto é sempre aberta. Vamos assumir a definição tradicional de
função contı́nua:

(8e>0)(9d>0)(8x2X : |x� x0|< d ) =) (| f (x)� f (x0)|< e).

Comece-se por assumir que f é continua em x0 e que A ⇢ R é um con-
junto aberto do contradomı́nio de f . Quer-se mostrar que f�1(A) é um con-
junto aberto. Seja x0 2 f�1(A). Assim, x0 pertence ao domı́nio da função
e f (x0) 2 A. Como, por hipótese, A é aberto, existe um intervalo aberto
I = {y : |y� f (x0)| < e} contido em A. Por continuidade, para d suficiente-
mente pequeno, existe um intervalo J = {x 2 X : |x�x0|< d} tal que f (J)⇢ I.
Como J ⇢ f�1(A) e f�1(A) é a união de intervalos abertos, então f�1(A) é ne-
cessariamente aberto.

Assuma-se agora que f�1(A) é aberto, sempre que A é aberto. Escolha-se
I = {y : |y� f (x0)|< e}. Como, por hipótese f�1(A) é aberto e x0 2 f�1(A),
existe um intervalo J, centrado em x0 que está contido em f�1(A). Faça-se
J = {x 2 X : |x�x0|< d}. Escolhendo d suficientemente pequeno, tem-se que
f (x 2 J)2 I. Isto é, {x : |x�x0|< d} implica que {y : |y� f (x0)|< e}. Assim,
f é contı́nua em x0.

235



236 B. Guia para a resolução dos exercı́cios

1.2) Por exemplo, escreva-se o conjunto {x : ( f +g)> a} na forma de intersecções
de conjuntos envolvendo apenas f e g:

{x : ( f +g)> a}= [q2Q({x : f (x)> q}\{x : g(x)> a�q}).

Nos restantes casos tem-se:

{x : f 2 > a}= {x : f (x)>
p

a}[{x : f (x)<�
p

a}, com a � 0
Se a > 0: {x : 1/ f > a}= {x : f (x)< 1/a}\{x : f (x)> 0}
Se a = 0: {x : 1/ f > a}= {x : f (x)> a}
Se a < 0: {x : 1/ f > a}= {x : f (x)< 1/a}\{x : f (x)< 0}.

No caso do produto, use-se a relação f g = (( f +g)2 � ( f �g)2)/4.
1.3) Comece-se por enumerar os elementos do conjunto e faça-se uma cober-
tura com intervalos de largura e/2n.
1.4) Sejam N1 e N2 o número de pontos no interior do cı́rculo e do quadrado,
respectivamente. Então, p ⇡ 4N1/N2.
1.5)

R 1
0 f (x)dx = 1.

1.6) d = log(5)/ log(10) = 0.6989, d = 0 e d = 1/2.
1.7) d = log(4)/ log(3) = 1.2618.
2.1) Use-se a desigualdade |a+ b|  |a|+ |b| e as propriedades das séries de
potências.
2.2) Basta mostrar que

R +•
�• |l1 f (x)+l2g|dx é finito.

2.3) Basta mostrar que
R +•
�• |l1 f (x)+l2g|2e�x2

dx é finito. Verifique as pro-
priedades do produto interno.
2.4) a >�1/2 e a > 1/2.
3.1) Na alı́nea b), faz-se a integração por partes e use-se o resultado da alı́nea
a). Na alı́nea c), use-se o resultado de b), calcule-se o integral e faça-se a
substituição de variável x = sin(q).
3.2) f0(x) = 1, f1(x) = x�1 e f2(x) = (x2 �4x+2)/2.
3.3) Começa-se por determinar os primeiros três elementos de uma base orto-
normal de L2([0,1]). Em seguida, mostra-se que sin(px)'�0.0504+4.1225x�
4.1225x2.
3.4) Encontre-se uma função f 2L2([0,2p]), com f 6= 0, para a qual < f ,sinnx>=
0 e f 6= sinnx, para todo o n 2 N.
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4.1) Introduza a métrica natural em X and Y . Se f é contı́nua, tem-se |x�
x⇤| < d ) | f (x)� (x)⇤| < e . Seja uma sucessão {xn} convergente para x⇤.
Por definição de limite, existe um N tal que, para n > N, |xn � x⇤| < d )
| f (xn)� (x)⇤| < e . Os quantificadores universais garantem a conclusão. A
demonstração inversa tem um argumento semelhante.

4.2) Se K = F + iG : R2 !C, o operador T é hermı́tico se F(x,y)� iG(x,y) =
F(y,x)+ iG(y,x).

4.3) a) Espectro contı́nuo. Valores próprios: a 2 R. Vectores próprios:
cosh(

p
ax), se a � 0, cos(

p
|a|x), se a  0. b) Espectro discreto. Valo-

res próprios: an = �p2n2/a2, com n 2 N. Vectores próprios: sin(npx/a). c)
Espectro discreto. Valores próprios: an = �p2n2/a2, com n � 0. Vectores
próprios: cos(npx/a). d) Espectro vazio. O operador é hermı́tico nos casos b)
e c).

4.4) a) A⇤
mn = Anm. b) Ann = 1/2 e Anm = i/(2p(n�m)), com n,m 2 Z. O

operador T é hermı́tico.

4.5) Ann = 2pn, com n 2 Z. Anm = 0, se n 6= m.

4.6) Por cálculo directo de < T f ,y >.

4.7) Comece por expandir os operadores U1 e U2 em série de Taylor e calcule
os operadores auto-adjuntos respectivos.

4.8) Por cálculo directo da exponencial de uma matriz.

4.9) Por cálculo directo de ||P f ||.
4.10) Demonstração análoga à do caso de um operador hermı́tico.

4.11) Por aplicação directa do lema 4.4.

5.1) Começe-se por multiplicar e dividir a série de Fourier na forma real porp
a2

n +b2
n e rearranjem-se os termos.

5.2) Prolongue a função sin(x) no intervalo [0,p] como uma função par no
intervalo [�p,p]. sin(x) = 2/p +(2/p)Â•

n=1 cosnx(1+(�1)n)/(1�n2).

5.3) a) |x| = p/2+ (2/p)Â•
n=1((�1)n � 1)cos(nx)/n2, para x 2 [�p,p]. b)

x = Â•
n=1(�1)n+1 sin(nx)/n, para x 2 [�p,p]. c) cos3 x = 3cosx/4+cos3x/4.

d) a0 = 2, an = bn = 0 para n � 1. e) a0 = 2, an = bn = 0 para n � 1.

5.4) Â•
n=1 1/n4 = p4/90, Â•

n=0(�1)n/(2n+1) = p/4. Calculem-se os desen-
volvimentos de Fourier das funções f (x) = x4 e f (x) = 1, se 0 < x < p , e
f (x) =�1, se �p < x < 0.

5.5) Usem-se as relações entre as funções trigonométricas e a exponencial.
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5.6) Introduza-se a forma integral dos coeficientes de Fourier em fN e some-se
a série de potências. Em particular, DN(0) = 2N +1.
5.7) Resolução análoga ao exercı́cio anterior. Em particular, Fn(0) = n/(2p).
5.8) A(n,m),(m,n) = 1. Nos outros casos, os elementos da matriz são nulos.
5.9) f ⇤g = 2p Ân anbneint , em que f = Ân aneint e g = Ân bneint .
5.10) f =< x,µ >, em que µ =(1,1/2,1/3, . . .). || f (x)|| p||x||/

p
6, || f (x)||=

|Ân�1 xn/n|.
6.1) Majora-se |Ffn(f)�f(0)| e calcula-se o limite n ! •.
6.2) Aplique-se o resultado do exercı́cio 5.6 e o teorema 3.4.
6.3) Usa-se a distribuição regular gerada a partir de fn(x) =

p
n/pe�nx2 e faz-

se o limite n ! •.
6.4) � f 0(a).
6.5) f 0(x) = 2d (x).
6.6) f 00(x) = f 00(x)+Â•

i=�• hid 0(x� xi).
6.7) Comece-se por escrever a equação do movimento na forma ẍ = Âakd (t�
kT ). Então, v(nT+) = v0 +Ân

k=0 ak/m, em que v(nT+) é a velocidade no
instante imediatamente a seguir a nT .
7.1) c = 1.5 ms�1.
7.2) y(x) = gx(x�b)/(2c2)+

p
`2 �b2(1� x/b).

7.3) f(x) = gx2(x� `)2/(24c2).
7.4) Frequência dos modos próprios wn =

p
l 2 � c2p2n2/`2, com n � 1. A

solução geral é

f(x, t) = e�l t Â
n�1

an sin(
pn
`

x)cosh(wnt)+bn sin(
pn
`

x)sinh(wnt).

7.5) O modo próprio de vibração número n � 1 é

an cos(
pn
`

x)cos(
pnc
`

t)+bn cos(
pn
`

x)cos(
pnc
`

t).

7.6) A frequência de vibração do modo próprio n � 1 é

wn =

8
<

:

0 , se n é par
npc
`

, se n é ı́mpar
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e a energia cinética é

En =

8
<

:

0 , se n é par

32T a2

n2p2`2 , se n é ı́mpar.

7.7) A frequência de vibração do modo próprio n � 1, com n ı́mpar, é wn =
npc/` e a energia cinética é

En =
8A2r
n2p2 sin2(

npd
`

)⇡ 8A2rd 2

`2

7.8) Os valores próprios são ln,m =�n2p2/a2�m2p2/b2, a que correspondem
os vectores próprios ou modos próprios

Fn,m = sin(npx/a)sin(mpy/b),

em que n,m � 1.
7.9) Usa-se a solução de d’ Alembert com prolongamento impar de f (x).
f(1/4,1/20) =�3/16.
7.10) Mostra-se por substituição de variáveis, u = x± ct.
7.11) Semelhante ao que foi feito no texto, particularizando para o potencial
gravı́tico.
7.12) Por derivação.
7.13) A solução geral é

y(x, t) =
•

Â
n=1

⇣
an cos

cpn
`

t +bn sin
cpn
`

t
⌘

sin
pn
`

x

+
4`2g
c2p3

•

Â
n=1

1
(2n�1)3 sin

pn
`

x,

em que
(

an =
2
`

R `
0 f (x)sin pn

` xdx se n é par
an =

2
`

R `
0 f (x)sin pn

` xdx� 4`2g
c2p3(2n�1)3 se n é ı́mpar

e bn = (2/(cpn)) 2
`

R `
0 g(x)sin pn

` xdx.
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7.14) V (x,y) = 8Ân�1
1

p(2n�1)3 sinh(2n�1)` sin(2n�1)x.sinh(2n�1)y.

7.15) Obtém-se a equação de Schrödinger. Os momentos canónicos calculam-
se com py = ∂L

∂ẏ e py⇤ = ∂L
∂ẏ⇤ . A densidade de energia calcula-se por H =

pyẏ + py⇤ẏ⇤ �L .

7.16) L = 1
2 r

⇣
∂y
∂ t

⌘2
�rc2

r
1+

⇣
∂y
∂x

⌘2
�V (y).

8.1) a) F f =�i
p

2/p a
(x 2�a2) sin(2pnx

a ), |F f |2 = 2a2

p(x 2�a2)2 sin2(2pnx
a ).

b) F f =
p

2/p sin(ax )
x , |F f |2 = 2 sin2(ax )

x /p .
c) F f =

p
2/p c

a(1� cos(ax )) 1
x 2 , |F f |2 = 2c

pa(1� cos(ax ))2 1
x 4 .

d) F f = 1p
2p

1
a�ix , |F f |2 = 1

2p
1

a2+x 2 .

e) F sin(ax) = i
p

p/2(d (x +a)�d (x �a)), F cos(ax) =
p

p/2(d (x +a)+
d (x �a)).
8.2) Desenvolva a exponencial complexa numa soma de funções trigonométri-
cas.
8.3) Mostra-se por substituição de variáveis.
8.4) FC =

p
2pd (x ), Fd (x) = 1/

p
2p .

8.5) Use a propriedade da convolução.
8.6) F f =

p
2p Ân cnd (x � 2pn

L ), em que, f = Ân cnei2pnx/L.

8.7) a) 1p
2p

R +•
�•

e�ix x

x dx = i
p

p/2(�H(x )+H(�x )).

b) 1p
2p

R +•
�•

e�ix x

x2+a2 dx =
p

p/2 e�a|x |

a .

c) 1p
2p

R +•
�•

e�ix xeiax

1+x2 dx =
p

p/2e�|a�x |.

8.8)
R +•
�•

sin2 x
x2 dx = p/2.

8.9) Calcule directamente F 4 f . O operador F tem os valores próprios, l =
1,�1, i,�i. Aos valores próprios l = 1,�1, corresponde o vector próprio
e(�x2/2). Aos valores próprios l = i,�i, corresponde o vector próprio e(x

2/2).
8.10) Aplique a transformada de Fourier, na variável espacial, à equação das
ondas e resolva a equação diferencial ordinária.
8.11) Â•

n=0
1

n2+a2 =
p
a (

2
1�e2pa �1).

8.12) G(x, t) =�
p

p/2e�m|x|/m.
8.13) G(t) =

p
2pteil t .

9.1) Integre a equação do calor entre 0 e ` e aplique as condições fronteira.
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9.2) a) T (x, t) = a0/2+Ân�1 ane�kp2n2t/`2 cos(pnx/`),

an = (2/`)
Z `

0
cos(pnx/L) f (x) dx.

b) Teq = (1/`)
R `

0 f (x) dx .
9.3) T (x, t) = T1 + x(T2 �T1)/`, f = c(T1 �T2)/`.
9.4) T (x, t)= qt+a0(0)/2+Ân�1 an(0)e�kp2n2t/`2 cospnx/`, f (x)= a0(0)/2+
Ân�1 an(0)cospnx/`.

9.5) T (x, t) = T0e�9kp2t/`2 cos3px/`+T1e�25kp2t/`2 cos5px/`.
10.1) a) L f = (1+ e�sp)/(1+ s2). b) L f = (1� e�s)/(1� e�2s).
10.2) Por cálculo directo.
10.3) Pela fórmula dos resı́duos.
10.4) H(t �1).
10.5) a) x(t) = 0, para 0  t  1; x(t) = (1� cos(3� 3t))/9, para t > 1. b)
x(t) = sinh t.
10.6) a) x(t) = 2et/2 � t �2 e y(t) = et/2 � t �1.
10.7) x(t) = A(sinwt �wt coswt)/(2w2).
10.8) G(x, t) = 1+i

h̄
p m

2h̄t eimx2/2h̄t .

10.9) G(x, t) =
p

2pd (x� ct).
11.1) A amplitude da onda transmitida é 4Ac2c3/(c1 + c2)(c2 + c3).
11.2) A intensidade relativa da luz refractada é 85.4% e a intensidade relativa
da luz reflectida é 14.6%.
11.3) v f = w/

p
w2 +a e vg = 2c

p
w2 +a .

11.4) Relação de dispersão k =
p

2mw/h̄ e v f =
p

h̄w/2m.
11.5) a) Relação de dispersão, c2k4 = �w2, k = (1� i)

p
w/2c, w/k = (1+

i)
p

wc/2, v f calculada no texto e vg =�(1+ i)
p

2wc. b) l =
p

w/2c.
12.1) k = 3,6.
12.2) k = 154.
13.1) Forma canónica:

3
4

✓
∂ 2u
∂a2 +

∂ 2u
∂b 2

◆
= 0

13.2) Se M2 < 1 tem-se uma equação elı́ptica. Se M2 = 1 tem-se uma equação
parabólica, e se Se M2 > 1, tem-se uma equação hiperbólica.
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13.3) f(x, t) = f1(t � (1+ e)x+ x
p

2e + e2)+f2(t � (1+ e)x� x
p

2e + e2).
13.4) f(x, t) = (2+

p
3)/(2

p
3) f (x � t/(2+

p
3))� (2�

p
3)/(2

p
3) f (x �

t/(2�
p

3)).
13.5) f(x, t) = e�ty(lnx, t).
13.6) fhh = 6h .
13.7) Por inversão de (7.62) e substituição numa solução progressiva.
14.1) Desenvolva em série o cosh e analise as soluções dos vários sistemas
lineares. Determine a relação de dispersão pela técnica do capı́tulo 11.
14.2) Faça o estudo qualitativo das órbitas de fase e relacione com as soluções
da equação de Korteweg-de Vries.
15.1) O diagrama de bifurcações faz-se por cálculo numérico. O expoente de
Lyapunov calcula-se pela definição.
15.2) Por cálculo numérico.
15.3) Por cálculo numérico.
15.4) Seleccione aleatoriamente parâmetros do intervalo [µ•,1] e calcule o
expoente de Lyapunov. Na região do parâmetro µ 2 [µ•,1], a probabilidade
de encontrar uma dinâmica caótica é de 93%.
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Os conceitos básicos de análise podem ser revistos em [Strichartz, 2000].
Os livro de [Kolmogoroff e Fomin, 1977], [Stein e Shakarchi, 2005] e de [Hig-
gins, 1977] são referências completas sobre os fundamentos da teoria da me-
dida, do integral de Lebesgue, da construção dos espaços de Hilbert e da teoria
dos operadores. A construção da medida exterior de Hausdorff é descrita em
[Falconer, 1985]. Os livros de [Hassani, 1999] , [Szekeres, 2004], [Appel,
2007] e de [Arfken e Weber, 2005] têm exposições com o mesmo conteúdo
técnico mas são dirigidos para a Fı́sica. O livro de [Richtmyer, 1978] continua
a ser o grande clássico da Fı́sica Matemática e [Blanchard e Brüning, 2015] é
uma referência avançada.

Os fundamentos da teoria das distribuições foram introduzidos em 1951
por L. Schwartz. Duas boas referências são os livros de [Schwartz, 1966] e de
[Strichartz, 1994].

Referências completas sobre séries de Fourier são [Körner, 1993] e [Stein
e Shakarchi, 2003]. As técnicas das transformadas de Fourier e das funções
de Green podem ser vistas em mais detalhe em [Haberman, 1998] e [Hassani,
1999].

A teoria da transformada de Fourier discreta está descrita em detalhe em
[Hassani, 1999]. A teoria e as aplicações das transformadas de Laplace estão
descritas em detalhe em [Marsden, 1973]. Os livros de [Marsden, 1973] e
[Appel, 2007] são boas referências para a técnica dos resı́duos.

Os livros de [Haberman, 1998] e de [Hassani, 1999] têm quase tudo sobre
a equação das ondas, desde o elementar ao avançado. Uma referência moderna
é [Davies, 2000]. [Strichartz, 1994] tem uma boa discussão sobre soluções for-
tes e fracas de equações às derivadas parciais. As equações às derivadas par-
ciais têm uma vasta bibliografia. O tratado de equações às derivadas parciais é
[Evans, 2010]. Bons compromissos são os livros de [Salsa, 2015], [Shearer e
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Levy, 2015] e [Esposito, 2017]. O artigo [Scott et al., 1973] é uma introdução
aos solitões.

Uma boa introdução à teoria dos sistemas dinâmicos caóticos é o artigo de
revisão de [Eckman e Ruelle, 1985].
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