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Prefacio

A andlise funcional d4-nos um conjunto de ferramentas matemadticas impor-
tantes para analisar do ponto de vista tedrico, experimental e numérico os
sistemas da Fisica e da Engenharia. As suas técnicas sdo particularmente
uteis na determinacgdo e no estudo de solugdes de equacdes as derivadas parci-
ais, na teoria dos operadores e das fun¢des generalizadas ou distribui¢des, na
construcdo de algoritmos de integracdo numérica e de processamento e analise
de sinais.

Os primeiros seis capitulos deste livro sdo uma introducao informal a ana-
lise funcional, incluindo a andlise de Fourier. O objectivo foi o de fazer um
primeiro contacto com a teoria da medida e da integracdo, sem alguns dos seus
aspectos mais formais. Do capitulo 7 ao capitulo 13, estudam-se as equagdes
das ondas, do calor e a classe das equacdes de Laplace, assim como as técnicas
mais usadas na obtengao das suas solugdes.

Os tltimos dois capitulos abordam os solitdes e alguns aspectos da teoria
dos sistemas cadticos, que poderao ser leccionados em formato de semindrio.
Estes assuntos desenvolveram-se significativamente nos tdltimos anos e t€ém
aplicagdes importantes tanto na Fisica como na Engenharia.

No Apéndice A resumem-se alguns resultados da teoria dos residuos e no
Apéndice B dao-se indicacdes para a resolugdo dos exercicios.

A escolha destas matéria teve em conta as necessidades técnicas bésicas
das vérias disciplinas da Fisica e da Engenharia, ndo se sobrepondo a assuntos
mais especificos como sejam o estudo das equacdes de Maxwell, de Schrodin-
ger ou de Navier-Stokes. O estudo destas equacdes € feito em detalhe em
cadeiras mais especializadas.

Lisboa, Setembro de 2018
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Apéndice A
O método dos residuos

Relembram-se as definicoes bdsicas da teoria das funcées analiticas e do
método dos residuos.

Uma funcdo analitica ou holomorfa numa regido aberta D do plano com-
plexo C é representada por uma série de Taylor

oo
f@) =) anlz—20)",
n=0

em que o raio de convergéncia da série € R = lim,, 1w ay/dn+1. Se p =
lim,,_, . (a,) /" é finito, entdo, R = 1/p.

Seja Y uma curva fechada simples (sem intersecgdes) no plano complexo.
Se a curva y tem uma representagdo paramétrica monétona, y = x(¢) + iy(z),
parafy <t <y, entdo

[r@az= [ oy oar

O indice de uma curva fechada ¥ em torno de um ponto ponto zg € C é o

numero
1 dz
1 = — .
(:20) 27i /y 7—20

Em geral, tem-se que, /(7,29) = n, em que n é um ndmero inteiro. Se 1(y,z0) =
n > 0, entdo o ponto zp esta no interior de y e a curva € percorrida no sentido
anti-hordrio, figura A.1. Se I(7,z9) = 0, o ponto zo estd no exterior de 7.
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232 A. O método dos residuos

I=-1 I=1 1=0

Figura A.1: Indice de uma curva fechada em torno de um ponto zo do plano
complexo.

Teorema A.1 (Teorema de Cauchy). Se ¥, e y» sdo duas curvas fechadas sim-
ples numa regido do plano complexo em que f(z) é analitica, entdo

F(2)dz = / f)dz e F(2)dz = 0.
N 4o N

Se uma fungdo complexa f(z) tem um nimero finito ou uma infinidade
numeravel de pélos isolados ou singularidades, zg,z;,. .., diz-se que a fungdo
f(z) é meromorfa no dominio aberto considerado se, em torno de cada pdlo
Zm, €xiste um desenvolvimento de Laurent com um raio de convergéncia finito.
Isto é, em torno de z,,, a fungdo f(z) escreve-se na forma

+ ) an(z—zm)"

n=1 (Z o Zm)n n=0

em que
1 f(z)
S S — |
4 Zﬂi/}/(Z_Zm)n+l ¢
1
b, =— —zn)"'d
2m./yf(Z)(z zm)"dz

e v é uma curva fechada em torno de z,,. Em geral, ndo se pode utilizar a
férmula de Taylor para a determinag@o dos aj, pois a fun¢do f(z) ndo estd bem
definida nas singularidades.

Um pélo z,, de uma fungdo meromorfa f € uma singularidade isolada se
apenas um ntimero finito de constantes b, € diferente de zero. Um pdlo z,, é
de ordem k se b, = 0 para n > k. Um polo é simples quando se tem apenas
b1 # 0. Uma singularidade € essencial se existe um niimero infinito de by # 0.
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O coeficiente b; do desenvolvimento de Laurent de f designa-se por residuo
do pdlo z,,.

O residuo de uma funcgéo f = ¢; /¢, com um pélo simples no ponto xo,
pode ser calculado directamente pela formula, Res(f,xo) = ¢1(x0)/5(x0),
desde que ¢5(xo) # 0. Se xo é um pélo de ordem n,

n—1

(n—1)! xlggclo dx"1

Res(f,xo) = (x —x0)" f (x).

Teorema A.2 (Teorema Integral de Cauchy). Seja y uma curva fechada sim-
ples numa regido do plano complexo em que f(z) é meromorfa. Se ndo existem
pdlos de f(z) sobre 'y nem no interior da regido delimitada por v, entdo, para
todo o zg no interior de Y, tem-se que

L &dz.

1(7,20)f (20) = 2mi Jyz—z0

Teorema A.3 (Teorema dos Residuos). Seja f(z) uma fungdo meromorfa numa
regido do plano complexo. Se no interior de uma curva fechada 7y existem
polos z, de f(2) e se ndo existem pdlos de f(z) sobre ', entdo

/yf(z)dz = 27'1,'1'211(}/7 zm)Res(f,zm) -

Veja-se como aplicar o teorema dos residuos ao cédlculo de integrais de-
finidos. Seja uma funcgdo f(x) de uma varidvel real e suponha-se que a sua
extensdo ao plano complexo é uma fun¢do meromorfa.

Teorema A.4. Se f(z) ndo tem pélos sobre o eixo real e se |f(z)| < M/|Z?|,
para |z| > R, entdo
~+oo
/ f(x)dx =2mi Z Res(f,zm) = —2mi Z Res(f,zm) -

m:Am(z,)>0 m:Am(z,)<0

Teorema A.5. Se |f(z)| < M/|7?

, para |z| > R, entdo
oo
v.p. fx)dx =2mi Z Res(f,zm) + mi Z Res(f,zm)

m:Am(z,,)>0 m:Im(z,)=0

= 27 Z Res(f,zm) — i Z Res(f,zm).

m:Am(z,,) <0 m:Am(z,,)=0
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Teorema A.6. Se |f(z)| <M/|z

, para |z| > R, entdo

27i Z Res(e™ f,z,,)
m:Am(z,,)>0

+7i Y Res(¢“f.zm), se a>0

v.p. /+°° ei“xf(x)dx = m:Im(z,)=0 ;
oo —2mi Z Res(e' f,zm)
m:Im(z,,,)<O

—Ti Z Res(€“f.z,), se a<0.

m:Am(z,)=0

O teorema A.6 ¢ ainda valido para integrais da forma

+oo oo
v.p./ cosax f(x)dx e v.p./ sinax f(x)dx.

teo
/ e Vdx
—oo

ndo pode ser calculado por técnicas de residuos. Isto deve-se ao facto de

2 ~ . © o~
le=*"| = 1, para argz = m/4, ndo se verificando nenhuma das condi¢des dos
teoremas A.3-A.6.

Por exemplo, o integral



Apéndice B

Guia para a resolucao dos
exercicios

1.1) Decorre directamente da definicdo de func¢do continua e da sua tradugao
em termos de conjuntos abertos e fechados. No entanto, fagca-se a demonstra-
¢do. Seja f: X — R. Naturalmente, X e R sdo ambos espagos euclidianos.
Queremos mostrar que f € continua se, € somente se, a pré-imagem de um
conjunto aberto é sempre aberta. Vamos assumir a defini¢do tradicional de
fun¢do continua:

(Ve=0)(3550) (Vxex * x—x0| < 8) = (|f(x) = f(xo)[ < &).

Comece-se por assumir que f é continua em xg € que A C R é um con-
junto aberto do contradominio de f. Quer-se mostrar que f~'(A) é um con-
junto aberto. Seja xo € f~'(A). Assim, xq pertence ao dominio da funcio
e f(xo) € A. Como, por hipétese, A é aberto, existe um intervalo aberto
I={y:|y—f(xo)| < €} contido em A. Por continuidade, para & suficiente-
mente pequeno, existe um intervalo J = {x € X : [x—xo| < 0} tal que f(J) C I.
Como J C f~'(A) e f~'(A) é a unido de intervalos abertos, entdo f~!(A) é ne-
cessariamente aberto.

Assuma-se agora que f~!(A) é aberto, sempre que A é aberto. Escolha-se
I={y:|y—f(x0)| < &}. Como, por hipétese f~!(A) é aberto e xo € f~'(A),
existe um intervalo J, centrado em xq que estd contido em f~!(A). Faga-se
J={x€X:|x—xy| < &}. Escolhendo § suficientemente pequeno, tem-se que
flxeJ)el. Istoé, {x: |x—xo| < 8} implicaque {y: |y— f(x0)| < €}. Assim,
f € continua em Xxjp.
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236 B. Guia para a resolugio dos exercicios

1.2) Por exemplo, escreva-se o conjunto {x: (f+g) > a} na forma de interseccoes
de conjuntos envolvendo apenas f e g:

{x:(f+g)>a} =Useq({x: f(x) > g} n{x:g(x) > a—q}).
Nos restantes casos tem-se:

{x:f?>a}={x: f(x) >a}U{x: f(x) < —/a}, coma>0
Sea>0:{x:1/f>a}={x:f(x) <1l/a}n{x: f(x) >0}
Sea=0:{x:1/f>a}={x: f(x) >a}
Sea<0:{x:1/f>a}={x:f(x) <1l/a}n{x: f(x) <0}.

No caso do produto, use-se a relagio fg = ((f+g)*> — (f —g)?)/4.

1.3) Comece-se por enumerar os elementos do conjunto e faca-se uma cober-
tura com intervalos de largura €/2".

1.4) Sejam N; e N> o nimero de pontos no interior do circulo e do quadrado,
respectivamente. Entdo, T ~ 4N, /N,.

1.5) [} f(x)dx=1.

1.6) d =1log(5)/1og(10) =0.6989,d =0ed =1/2.

1.7) d =log(4)/1og(3) = 1.2618.

2.1) Use-se a desigualdade |a + b| < |a| + |b| e as propriedades das séries de
poténcias.

2.2) Basta mostrar que [ 7|4, f(x) + Arg|dx é finito.

2.3) Basta mostrar que ["° |4, f(x) + Aag|%e* dx é finito. Verifique as pro-
priedades do produto interno.

24) 0> —1/2e0>1/2.

3.1) Na alinea b), faz-se a integracio por partes e use-se o resultado da alinea
a). Na alinea c), use-se o resultado de b), calcule-se o integral e faca-se a
substitui¢do de varidvel x = sin(0).

32) go(x) =1, 91 (x) =x—Le ¢o(x) = (x* —4x+2)/2.

3.3) Comega-se por determinar os primeiros trés elementos de uma base orto-

normal de L?([0, 1]). Em seguida, mostra-se que sin(7x) ~ —0.0504 +4.1225x —
4.1225x%.

3.4) Encontre-se uma fungio f € L*([0,27]), com f # 0, paraa qual < f,sinnx >=
0 e f # sinnx, paratodo o n € N.
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4.1) Introduza a métrica natural em X and Y. Se f é continua, tem-se |x —
x| <8 =|f(x) — (x)*] < &. Sejauma sucessdo {x,} convergente para x*.
Por defini¢do de limite, existe um N tal que, para n > N, |x, —x*| < § =
|f(xn) — (x)*| < €. Os quantificadores universais garantem a conclusdo. A
demonstragdo inversa tem um argumento semelhante.

4.2) Se K = F +iG:R?> — C, o operador T é hermitico se F (x,y) —iG(x,y) =
F(y,x) +iG(y,%).

4.3) a) Espectro continuo. Valores préprios: o € R. Vectores préprios:
cosh(y/ax), se @ > 0, cos(y/|ctx), se & < 0. b) Espectro discreto. Valo-
res proprios: @, = —n’n?/a?, com n € N. Vectores préprios: sin(n7x/a). c)
Espectro discreto. Valores préprios: «, = —x°n?/a®, com n > 0. Vectores
proprios: cos(nmx/a). d) Espectro vazio. O operador é hermitico nos casos b)
ec).

4.4) a) A}, = Awm- b)) Ay =1/2 € Ay = i/(2n(n —m)), com n,m € Z. O
operador 7" € hermitico.

4.5) A,, =27tn,comn € Z. Ay, =0, se n # m.

4.6) Por célculo directo de < T ¢,y >.

4.7) Comece por expandir os operadores U; e U, em série de Taylor e calcule
os operadores auto-adjuntos respectivos.

4.8) Por calculo directo da exponencial de uma matriz.

4.9) Por célculo directo de ||Pf]].

4.10) Demonstracio andloga a do caso de um operador hermitico.
4.11) Por aplicagdo directa do lema 4.4.

5.1) Comece-se por multiplicar e dividir a série de Fourier na forma real por
\/az + b2 e rearranjem-se 0s termos.

5.2) Prolongue a fungdo sin(x) no intervalo [0, 7] como uma fungdo par no
intervalo [—7, 7). sin(x) =2/ + (2/7) ¥or_y cosnx(1 4+ (—1)") /(1 —n?).
53)a) x| = /24 (2/m) X ((—1)" — 1)cos(nx)/n?, para x € [~7,7]. b)
x=Y (=1)"sin(nx)/n, parax € [~ 7, 7]. ) cos® x = 3cosx/4 + cos 3x/4.
d)ay=2,a,=b,=0paran>1.e)ay=2,a,=b,=0paran > 1.

54) Y 1/n* =7*/90, ¥ o(—1)"/(2n+1) = ©/4. Calculem-se os desen-
volvimentos de Fourier das fungdes f(x) =x* e f(x) =1,se 0 <x < 7, e
fx)=—1,se —T <x<0.

5.5) Usem-se as relagdes entre as fungdes trigonométricas e a exponencial.
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5.6) Introduza-se a forma integral dos coeficientes de Fourier em fy e some-se
a série de poténcias. Em particular, Dy(0) = 2N + 1.

5.7) Resolugéo andloga ao exercicio anterior. Em particular, ®,(0) =n/(27).
5.8) A(um),(mn) = 1. Nos outros casos, os elementos da matriz sdo nulos.

59) fxg=2nY,a,b,e™ emque f =Y, a,e™ eg=Y,be™.
5.10) f =<ux,p >, emque p = (1,1/2,1/3,..). || f(x)[| < wllal|/ V6, | f ()| =
| anl xn/ l’l‘ .

6.1) Majora-se |Fy,(¢) — ¢(0)| e calcula-se o limite n — oo.

6.2) Aplique-se o resultado do exercicio 5.6 e o teorema 3.4.

6.3) Usa-se a distribui¢do regular gerada a partir de f,(x) = \/r%e*’”‘z e faz-
se o limite n — oo.

6.4) —f'(a).

6.5) f'(x) =20(x).

6.6) " (x) = f"(x) + LiZ o hi6'(x — xi).

6.7) Comece-se por escrever a equacido do movimento na forma ¥ = Y o4 8 (¢ —
kT). Entdo, v(nT+) = vo + Y;_,0%/m, em que v(nT+) é a velocidade no
instante imediatamente a seguir a nT .

71) c=15ms .

7.2) y(x) = gx(x —b)/(2¢?) + V2 — b2 (1 —x/b).

7.3) ¢ (x) = gx*(x — £)?/(24c?).

7.4) Frequéncia dos modos proprios @, = \/m, comn>1. A
solugdo geral é

ot)=e ™Y a, sin(%x) cosh(@,t) + by sm(%x) sinh(@1).
n>1

7.5) O modo préprio de vibragao nimero n > 1 é

ap cos(%x) cos(%t) + by cos(%x} cos(%t}.

7.6) A frequéncia de vibragao do modo préprion > 1 é

0, se n épar
Wy = nmc

7 se n é impar
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e a energia cinética é

0, se n épar

En= 32T a2 .
———, se n éimpar.
n?m2(2’ P
7.7) A frequéncia de vibragao do modo préprio n > 1, com n impar, é @, =
nnc/l e a energia cinética é

_ 8A%p

nwd.  8A*p&?
2 2

E, ~
7 2

in?(

7.8) Os valores proprios sdo A, , = —n’n*/a*> —m*n? /b?, a que correspondem
os vectores proprios ou modos proprios

F, m = sin(nmx/a)sin(mmy/b),

em que n,m > 1.

7.9) Usa-se a solugdo de d’ Alembert com prolongamento impar de f(x).
0(1/4,1/20) = —3/16.

7.10) Mostra-se por substitui¢do de variaveis, u = x £ ct.

7.11) Semelhante ao que foi feito no texto, particularizando para o potencial
gravitico.

7.12) Por derivacao.
7.13) A solugdo geral é

y(x,t) = Z (an cos %H—bn sin %t) sin %x

g w 1 . Tn
P Moy

em que

f(x)sin T xdx se n é par
i 2
I £(x)sin Txdx — c2n34(§7ng—1)3 se n é impar

eb,=(2/(cmn))

~IN

£ ¢(x) sin Zxdx.
0 l
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714V (x,y) =8L,21 71y slinh(2n—l) 78in(2n — 1)x.sinh(2n — 1)y.

7.15) Obtém-se a equagdo de Schrodinger. Os momentos canénicos calculam-
se com py = %%; € Py = %. A densidade de energia calcula-se por 7 =
Pw‘i/‘f‘l’v/*‘i/* —-Z.

7.16) £ = p (%{)2 —pczm—V(w).

8.1)2) Zf = —ir/2/ Ty sin(5E). | F P = g sin® ().
sin(a sin?(a

b) Ff = \/2/mE), |7 f = 23 /.

o) Ff= \/2/72(1 —cos(aé))?lz, T f? = %(1 —Cos(aé))zé—{‘-

d) gf:\/%*ﬂa_lié, |ﬁf|2:ﬁa2iéz-

e) Zsin(ax) =iy/m/2(6(E+a)—8(E —a)), Fcos(ax) = /w/2(8(E +a)+
8(¢ —a)).

8.2) Desenvolva a exponencial complexa numa soma de fungdes trigonométri-
cas.

8.3) Mostra-se por substituicao de varidveis.

8.4) #C=+2r8(&E), Z8(x)=1/\2m.

8.5) Use a propriedade da convolugio.

8.6) 7 f =21 Y, c,8(E — ), em que, f = ¥, cue?™/L,
8.7)a) - 17 dx = i//2(~H(E) + H(-£)).

b) iz S = \/R2

O) = 7T St dx = \/m/2e ot

8.8) [T Sy — 7 /2.

8.9) Calcule directamente .7 f. O operador .%# tem os valores proprios, A =

1,—1,i,—i. Aos valores préprios A = 1,—1, corresponde o vector préprio

2 Lo .. L 2
e(="/2)  Aos valores préprios A = i, —i, corresponde o vector préprio e /2).

8.10) Aplique a transformada de Fourier, na varidvel espacial, a equacdo das
ondas e resolva a equacao diferencial ordindria.

8.11) X7 o i = 4 (1= — 1)
8.12) G(x,1) = —/7/2e " /m.
8.13) G(t) = v2mte'™'.

9.1) Integre a equacio do calor entre 0 e ¢ e aplique as condigdes fronteira.



241
9.2)a) T(x,t) =ao/2+ L, a,le_k”Z”z’/g2 cos(mwnx/l),
4
an = (2/6)/ cos(mnx/L) f(x) dx.
0

b) Tog = (1/€) Jy f (x) dx.

93)T(x,t)=Th+x(T,—T1) /L, ¢ = x(T1 — T») /L.

9.4) T (x,1) = gt +ap(0)/2+ L1 @ (0)e 12 cos tnx /€, f(x) = ap(0)/2+
Y>1a,(0)cos wnx /L.

9.5) T (x,1) = Toe 2%71/C cos 3mx /0 + Tye =271/ cos Sx /(.

10.)a) Zf=(14+e*™)/(14+5%).0) Lf=(1—e7*) /(1 —e ).

10.2) Por calculo directo.

10.3) Pela férmula dos residuos.

10.4) H(t —1).

10.5) a) x(r) =0, para 0 <t < 1; x(t) = (1 —cos(3 —3¢))/9, parat > 1. b)
x(t) = sinht.

10.6) a) x(1) =262 —t —2 e y(t) =e'/> —1 — 1.

10.7) x(¢) = A(sin 0t — @t cos wt) / (2w?).

10.8) G(x,1) = L | /T gima? /20,

10.9) G(x,t) = V28 (x —ct).

11.1) A amplitude da onda transmitida é 4Acyc3/(c1 +¢2)(c2 + ¢3).

11.2) A intensidade relativa da luz refractada é 85.4% e a intensidade relativa
da luz reflectida é 14.6%.

113) v, =0/Vol+aev,=2cVo>+a.

11.4) Relagdo de dispersdo k = \/W evy= \/M

11.5) a) Relagdo de dispersio, c’k* = —@?, k = (1 —i)\/w/2¢c, o/k = (1+
i)\/®c/2, vy calculada no texto e vg = —(1 +i)v2we. b) A = \/w/2c.

12.1) k = 3,6.

12.2) k = 154.

13.1) Forma canénica:

3/3%u d%u

B — 0

4\ da? Jf?
13.2) Se M? < 1 tem-se uma equagio eliptica. Se M? = 1 tem-se uma equagio
parabdlica, e se Se M? > 1, tem-se uma equacio hiperbélica.
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13.3) ¢ (x,1) = ¢1(r — (1 + €)x+xvV2e+€2)+ da(t — (1 + €)x —xV2e + €2).
13.4) ¢(x,1) = (2+V3)/(2V3)f(x —1/(2+/3)) = (2= V3)/(2V/3)f(x =
t/(2=V/3)).

13.5) ¢ (x,7) = e "y(Inx,1).

13.6) ¢y = 67).

13.7) Por inversdo de (7.62) e substituicdo numa solugdo progressiva.

14.1) Desenvolva em série o cosh e analise as solugdes dos varios sistemas
lineares. Determine a relacdo de dispersdo pela técnica do capitulo 11.

14.2) Faca o estudo qualitativo das 6rbitas de fase e relacione com as solucgdes
da equacgao de Korteweg-de Vries.

15.1) O diagrama de bifurcacdes faz-se por cdlculo numérico. O expoente de
Lyapunov calcula-se pela definigao.

15.2) Por calculo numérico.
15.3) Por calculo numérico.

15.4) Seleccione aleatoriamente parimetros do intervalo [{l.,1] e calcule o
expoente de Lyapunov. Na regifio do parAmetro U € [, 1], a probabilidade
de encontrar uma dindmica caética é de 93%.
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Os conceitos bésicos de andlise podem ser revistos em [ ].

Os livro de [ L1 lede|
] sdo referéncias completas sobre os fundamentos da teoria da me-
dida, do integral de Lebesgue, da construg@o dos espacos de Hilbert e da teoria
dos operadores. A construgdo da medida exterior de Hausdorff é descrita em

[ ]. Os livros de [ 1,1 1, [
lede | ] tém exposicdes com o mesmo contetido

técnico mas sdo dirigidos para a Fisica. O livro de [ ] continua

a ser o grande cldssico da Fisica Matematica e [ 1€

uma referéncia avangada.
Os fundamentos da teoria das distribui¢cdes foram introduzidos em 1951

por L. Schwartz. Duas boas referéncias sdo os livros de [ ]ede
[ 1.
Referéncias completas sobre séries de Fourier sdo [ lel
]. As técnicas das transformadas de Fourier e das fungdes
de Green podem ser vistas em mais detalhe em [ lel

].

A teoria da transformada de Fourier discreta estd descrita em detalhe em
[ ]. A teoria e as aplicacdes das transformadas de Laplace estao
descritas em detalhe em [ ]. Os livros de [ ]le
[ ] sdo boas referéncias para a técnica dos residuos.

Os livros de [ lede [ ] tém quase tudo sobre
a equacdo das ondas, desde o elementar ao avancado. Uma referéncia moderna
é[ 1. [ ] tem uma boa discussao sobre solugdes for-
tes e fracas de equacdes as derivadas parciais. As equagdes as derivadas par-
ciais tém uma vasta bibliografia. O tratado de equacdes as derivadas parciais é
[ ]. Bons compromissos sdo os livros de [ 1, [
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lel ]. O artigo [ ] € uma introducdo
aos solitdes.
Uma boa introdugao a teoria dos sistemas dinamicos cadticos € o artigo de
revisao de [ ].
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