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Prefacio

As técnicas e os conceitos da teoria dos sistemas dindmicos ddo-nos as ferra-
mentas matemdticas basicas para analisar a dindmica dos sistemas ndo lineares
e muitas vezes cadticos, que aparecem na fisica, na engenharia e na biologia.

O objectivo deste curso € introduzir a linguagem e as técnicas da teoria dos
sistemas dindmicos de dimensao finita. Sdo abordados os varios aspectos da
teoria dos sistemas dindmicos, nas vertentes topoldgica, medidista e compu-
tacional. Usou-se alguma liberdade na linguagem formal, recorrendo apenas
a demonstragdo quando existe vantagem algoritmica, ou pelo simples facto de
um resultado ser simples e poderoso.

A primeira parte destas notas constituem um curso introdutério a teoria dos
sistemas dindmicos e podem ser ensinados durante um semestre, ao nivel do
mestrado. Na segunda parte, descrevem-se algumas aplica¢des da teoria dos
sistemas dindmicos.

Os primeiros onze capitulos da primeira parte foram escritos de modo a
que, numa primeira leitura, se possa ter uma visao das técnicas da teoria dos
sistemas dinamicos, ndo requerendo uma formagdo matematica muito espe-
cializada. E introduzido o conceito de sistema dinimico e interpreta-se uma
equacao diferencial como um fluxo no espaco de fases ou de estados de um sis-
tema. E introduzido o conceito de estabilidade de pontos fixos para equagdes
diferenciais e para equagdes as diferengas. Refere-se o conceito de estabili-
dade estrutural. Estudam-se alguns sistemas Hamiltonianos como fluxos em
variedades compactas. Faz-se uma digressao sobre os métodos numéricos usa-
dos na integracdo de equagdes diferenciais. Introduz-se o conceito de atrac-
tor estranho e faz-se a associacdo com as aplicacdes ou mapas do intervalo.
Neste contexto, os conceitos de duplicacdo de periodo e transi¢do para o caos
aparecem naturalmente. Estudam-se as variedades estdveis, instdveis e cen-
trais associadas a pontos fixos, e introduzem-se os conceitos de pontos ho-
moclinicos e heteroclinicos. Introduzem-se as técnicas de blow-up de singula-
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viii INDICE

ridades. Introduzem-se as equagdes com retardo e faz-se um estudo baseado
em exemplos simples.

A partir do capitulo 12, introduzem-se os conceitos ¢ métodos da teo-
ria qualitativa de sistemas de equacdes diferenciais nio-lineares, dando uma
atencdo especial aos sistemas dindmicos em dimensdo 2. Sao introduzidos os
conceitos de conjuntos @ e ®-limite, conjuntos errantes e nao-errantes, siste-
mas dindmicos de Axioma A, mapas de Poincaré, ciclos limites e estuda-se
a teoria de Poincaré-Bendixon para sistemas dindmicos no plano. Faz-se uma
abordagem pragmaética a teoria das bifurcacdes das equagdes diferenciais e das
equacdes as diferengas. E descrita a formulagio bdsica dos autématos celula-
res, dos conjuntos fractais em aplicacdes do plano complexo e dos sistemas
iterados de funcdes.

Nos capitulos 22 e 23, define-se rigorosamente o conceito de caos. Estuda-
se a ferradura de Smale como modelo protétipo de sistema cadtico. E analisado
o conceito de sensibilidade em relacdo as condi¢des iniciais e introduzem-se
os expoentes de Lyapunov através do teorema de Oseledets.

A segunda parte destas notas (capitulos 24-32) é dedicada a alguns as-
pectos das aplicacdes da teoria dos sistemas dindmicos de dimensdo finita.
Exploram-se aplicacdes nas dreas da mecinica, electromagnetismo, mecanica
celeste, teoria do controlo ndo-linear e modelos macroecondémicos.

Para eliminar a dependéncia destas notas de outros resultados mais espe-
cializados, nos apéndices, foram resumidos alguns resultados de topologia e
variedades, técnicas de resolucdo de equacdes diferenciais ordindrias lineares
e de equacdes as diferencas lineares.
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Apéndice A

Aspectos elementares de
topologia

A.1 Topologia

Em anélise, um dos primeiros conceitos que € introduzido € o de continuidade
— continuidade de uma fung¢do, transformacao ou aplicagdo. Para definir con-
tinuidade € necessdrio introduzir uma estrutura métrica sobre os dominios e
contradominios das fungdes, ou, mais geralmente, introduzir uma estrutura to-
poldgica. Nos espacos euclidianos, a métrica da distancia induz uma topologia
designada por topologia dos abertos.

Seja X um conjunto. Por exemplo, X = {0,1}, X = R (reais) ou X = Q
(racionais). Seja .7 uma familia de subconjuntos de X e suponha-se que os
elementos de .7 obedecem aos trés axiomas:

i) O conjunto X e o conjunto vazio @ sd3o ambos elementos de .7.

ii) Se os conjuntos A e B sdo ambos elementos de .7, entdo A N B € um ele-
mento de 7.

iii) Se {Aq} é uma familia arbitrdria de elementos de .7, entdo UgAy € um
elemento de 7.

Nas condi¢des dos axiomas i)-iii), a familia de subconjuntos .7 define
uma topologia sobre X. Diz-se assim que (X, .7) é um espaco topoldgico. Os
elementos de .7 sdo, por defini¢do, conjuntos abertos. Um conjunto C de um
espaco topoldgico X € fechado se o seu complementar em X, X — C, é aberto.
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356 A. Aspectos elementares de topologia

Assim, C ¢ 7. Subconjuntos de um espago topoldgicos podem ser abertos,
fechados, abertos e fechados e nem abertos nem fechados.

No que se segue, considera-se que os espagos topoldgicos sdo separados
ou de Hausdorff: (X,.7) é um espago topoldgico de Hausdorff se, para todo o
a,b € X, com a # b, existem subconjuntos V(a) e V(b) contendo, respectiva-
mente, a e b e tais que, V(a) NV (b) = 0.

Sejam X e Y espacos topoldgicos separados e seja f : X — Y uma funcgio.
Diz-se que f : X — Y é continua se, e somente se, f~'(V) é um aberto de X
sempre que V é um aberto de Y. Por outras palavras, a funcido f é continua
se a pré-imagem de um conjunto aberto € sempre aberta. Se A € um conjunto
aberto de X, entdo f(A) ndo é necessariamente aberto. Por exemplo, com
£(x) = exp(—2). f(R) = (0,1].

Uma métrica definida num conjunto X induz uma topologia sobre X. Seja
X um conjunto e d : X x X — R uma funcio que satisfaz os axiomas:

i) Sex;,x; € X, entdo d(x;,x2) > 0. Se d(x1,x2) =0, entdo x; = x; (separabi-
lidade).

ii) d(x1,x2) =d(x,x1), para todo o x1,x; € X (simetria).

iii) d(x1,x3) < d(x1,x)+d(x2,x3), para todo o xj,x2,x3 € X (desigualdade
triangular).

O conjunto X juntamente com a métrica d(-,-) é um espago métrico sepa-
rado — (X,d). Sdo exemplos de espagos métricos:

a) R", comd(x,y) = | ¥(x —yi)*[ /2.
b) X ={f:[a,b] = R: f élimitada}, com d(f,g) = sup,<,<, | f(x) —g(x)|.

¢) GL(2,R)={Matrizes de 2 x 2 com determinante ndo nulo}, com d(A,B) =
Sup|y/—1|Ax — Bx|.

d) Métrica discreta: X arbitrdrio e d(x,y) = 1 se x # y; d(x,y) =0se x = y.

Seja uma funcdo f: A — B em que A e B sdo espacos métricos. A funcio
f é continua no ponto xy € A se, para todo o 6 > 0, existe um € > 0 tal que

dA(xo,x) <E€E— dB(f(xo),f(x)) <9d.

A funcgdo f € continua se € continua em todos os pontos de A. Pode-se mostrar
que esta definicdo é equivalente a definicdo dada anteriormente. Uma fungao
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f:A— Bem que A e B sdo espagos métricos € uniformemente continua se
€ pode ser escolhido apenas como fungdo de 6 em todo o dominio A. Se €
é fungdo de x e de 0, entdo f € apenas continua. Por exemplo, para A = R,
f(x) = x é uniformemente continua, mas f(x) = x> é apenas continua.

Uma funcdo f: A — B, em que A e B s@o espacos métricos, ¢ Holder
continua com expoente &, em que 0 < o < 1, se existir uma constante k tal
que

f(x) = ()] < klx—y]%.

Se a =1, a fungdo f diz-se Lipschtziana. Claro estd que toda a funcdo Holder
continua € uniformemente continua, mas o inverso nao é verdadeiro. Es-
tendendo a definicdo anterior para o > 1 decorre que toda a funcdo Holder
continua de ordem & > 1 é uma fung¢do constante. De facto, se o > 1, | f(x+
h) — f(x)|/|h| < k|h|*~!, convergindo para zero quando & tende para zero. Por
outro lado, se o = 1, toda a fun¢do Lipschitziana tem derivada finita.

No espaco euclidiano R”, uma bola aberta de raio r e centro xy é definida
através de

B, (xp) = {x e R" : d(x0,x) < r}.

O conjunto % = {B,(x) : x € R" e r > 0} gera uma topologia em (R",d) —
topologia de abertos — e portanto (R",d) é um espaco topoldgico separado.

A caracterizacdo de abertos e fechados pode ser feita através de vizinhancas.
O conjunto ¥ (x) é uma vizinhanga do ponto x € X se ¥ (x) contem um aberto
que contem x. Um conjunto A C X € aberto se, para todo o x € A, existe uma
vizinhanga ¥ (x) C A.

Uma familia de subconjuntos abertos {A;} de um espago topoldgico X é
uma cobertura de X se UA; = X. Um espaco topoldgico X é compacto se toda
a cobertura de abertos de X contem uma subcobertura finita. A caracterizacio
dos conjuntos compactos em R” € feita pelo teorema de Heine-Borel:

Teorema A.1 (Heine-Borel). Um subconjunto de R" é compacto se é fechado
e limitado.

O produto infinito de conjuntos compactos € ainda compacto:

Teorema A.2 (Tychonov). O produto finito ou infinito numerdvel de conjuntos
compactos é compacto.

Um espago topoldgico X € conexo se nao existir uma decomposicdo da
forma X =AUBem que A e B sdo abertose ANB = 0.
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Um conjunto A € denso em X se qualquer vizinhanga de um ponto x € X
contem um ponto de A.

Uma funcdo f : A — B é sobrejectiva se todo o ponto de b € B é imagem
de um ponto de a € A (b € B=> existe a € A tal que f(a) = b). A fungio
f:A — Béinjectiva se f(a) = f(b) = a = b. Uma fung@o € bijectiva se é
simultaneamente sobrejectiva e injectiva.

Sejam S e T espacos topoldgicos separados e f : S — T uma bijeccdo. Se
f e f~! sdo ambas continuas, entdo f é um homeomorfismo e S e T dizem-se
topologicamente equivalentes.

Uma transformacao de varidveis define uma equivaléncia topoldgica. As-
sim, dadas duas fungdes f,g: S — T, f e g sdo topologicamente equivalentes
se existirem homeomorfismos

h:S—S e k:T—T

tais que
goh=kof <« g:kofoh_l.

Estas relagoes sao representadas pelo diagrama

f

_)

=
W<
NN

=

N
8

Afirmar que % e k s3o homeomorfismos € o mesmo que dizer que o diagrama
acima é comutativo. Se S =T, entdo h = k.

Um difeomorfismo de classe C" é uma bijeccio f: T — Sem que fe !
sdo ambas r vezes diferencidveis. Se f e f~! sdo ambas analiticas entio f
¢ um difeomorfismo analitico ou de classe C®. Diferenciabilidade de grau
infinito e analiticidade ndo sdo conceitos equivalentes: uma funcio pode ser
infinitamente diferencidvel mas a sua série de Taylor pode ndo convergir para
ela. E o caso da fungio f(x) = e /%, parax >0, e f(x) =0, parax < 0: a
série de Taylor de f(x) calculada no ponto x = 0 nio converge para f.

A1.1) Sejam as fungdes f(x) = x? e g(x) = x*. Diga se sdo homeomorfismos
ou difeomorfismos.
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A1.2) Mostre que a transformacio do plano R?

w = ax+by+bx?
7 = —bx+ay+ax’

com a = cos(2nv) e b = sin(2xv) é um difeomorfismo.

A1.3) Faca os gréficos de fungdes sobrejectivas, injectivas e bijectivas.

A.2 Variedades

Uma variedade de dimensdo n é um espago topoldgico separado que € local-
mente semelhante ao espaco euclidiano R”. Por exemplo, um ponto de R" é
uma variedade de dimensao 0, um aberto de R" é uma variedade de dimensao
n.

Outros exemplos de variedades sdo as esferas de dimensdo n, S", defini-
das através das equagdes x{ + -+ +x2,; = r* € os toros T" = S' x --- x §!
(figura A.1).

Figura A.1: Exemplos de variedades compactas de dimensdo 2: toro T? e
esfera §2.

A esfera e o toro sdo variedades de dimensao 2 que t€ém uma boa represen-
tacio em R e, como se percebe intuitivamente, sio localmente difeomorfas a
R2. Para o circulo S, x2 +y? = 1, o intervalo aberto (0,27) é uma imagem de
S —(0,0) por um difeomorfismo (figura A.2).

Veja-se agora uma defini¢do mais formal de variedade. Seja M um con-
junto com uma estrutura de espago topoldgico separado. Uma carta local de
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1
S b imagem de slemR
\> ( }
< o0 27

Figura A.2: Imagem de uma circunferéncia (S' — (0,0)) por um difeomorfismo

$.

M é um conjunto V C R” que € a imagem de um aberto U C M pelo homeo-
morfismo (difeomorfismo) ¢ : U C M — V C R" (figura A.3).

M variedade

()

carta local

Figura A.3: Carta local de uma variedade.

Em geral existem varias cartas locais de M que se designam por (U;, ¢;,V;).
As cartas (locais) designam-se também por sistemas de coordenadas (locais),
pois, ¢(m e M) = (x1,...,x,) € R".

Considerem-se duas cartas locais sobre M, com intersec¢do ndo vazia.
Sejam (Uj,9;,V;) e (U;, ¢;,V;) cartas tais que, U;; = U;NU;j # 0. Assim os
conjuntos U; e U; t€m imagens nas duas cartas V; e V;. Sejam V;; = q)i(Uij)
Vj,' = ¢j(Ul‘j) (ﬁgura A.4).

Como por hipétese ¢; € ¢; sao homeomorfismos ou difeomorfismos, pode-
se passar de V;; para Vj; através de ¢;; = ¢; o ¢i_1 Vii—=Vi,e ¢ji=¢;0 ¢j_1 :
Vji — Vjj. Nestas condigdes, as cartas (U, ¢;,V;) e (Uj, ¢;,V;) sdo compativeis
se:

i) O conjunto U;; € aberto ou 0.

ii) As funcoes ¢;; € ¢;;, com U;; # 0, sdo homeomorfismos ou difeomorfismos.
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bij RN
/L = Pji

Figura A.4: Compatibilidade entre cartas de uma variedade.

As duas condi¢des anteriores definem uma estrutura topolégica ou diferen-
cial sobre a variedade.

Chama-se atlas sobre M ao conjunto de cartas <7 = {(U;, ¢;,V;),i=1,2,...}
que verificam:

i) As cartas sdo compativeis duas a duas.
ii) Todo o ponto de M tem imagem em pelo menos uma carta.

Uma variedade ou uma estrutura de variedade sobre M ¢ a classe dos atlas
equivalentes sobre M. Dois atlas sdo equivalentes se as cartas do primeiro atlas
sdo compativeis com as cartas do segundo atlas. Se os ¢;; € ¢;; sdo de classe o
(homeomorfismos) M € uma variedade topoldgica. Se as fungdes ¢;; € ¢;; sdo
de classe C¥, com 1 < k < oo, M é uma variedade diferencidvel. Se as funcdes
¢;j e ¢;; sdo analiticas, M € uma variedade analitica.

Exemplo A.3. Toro T2. O toro é gerado pelo produto de dois circulos S',
T? = S' x S, como se mostra na figura A.5.
Uma representacio paramétrica do toro 72 em R? é definida pela fungio

(cosB(2+cosar),sinB(2+cos@),sin),
em que 6 € (0,27) e o € (0,27). Assim, uma carta do toro é o conjunto

V= {(Q,a) .0 e (0,271') AS (07275)}7
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Figura A.5: Toro T2 como produto de dois circulos S'.

e a aplicagdo ¢ : U — V € definida através de
¢ ':(6,a) = (cosO(2+cosa),sinB(2+cosa),sina) C R .

Na figura A.6, esta representada uma imersao do toro T? em R3, assim como
a carta candnica ou usual do toro.

A
A R2
[) 27

Z
T2 \ >
83
. (
y o -1 0 Y
¢ 0 6 22 2
X

Figura A.6: Toro T2 e carta canénica do toro em R?.

A carta V nlo descreve todos os pontos sobre o toro, sendo necessarias
pelo menos mais duas cartas. No entanto, do ponto de vista das aplicagdes, o
estudo de dindmicas sobre o toro € equivalente ao estudo de dindmicas sobre o
quadrado, desde que se identifiquem os extremos dos intervalos. Isto é, pode-
se sempre trabalhar no conjunto

V={(0,a):0c(0,2n),x < (0,27)},
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em que se identificam as rectas 0 = 27w e ¢ = 27w com as rectas 8 =0e o0 =0,
respectivamente. Assim, as varidveis da carta de 72, 6 e «, sio designadas
por coordenadas locais do toro. Do ponto de vista geométrico a carta V cor-
responde a fazer a cirurgia ou a sequéncia de transformacdes como indicado
na figura A.7.

< k"@\
i

Figura A.7: Cirurgia do toro: sequéncia de suturas e deformagdes que trans-
formam o toro num quadrado.

Exemplo A.4. Aplicacio projectiva da esfera S2. Seja S? a esfera x> +y? +
7> = 1 e sejam as aplicacdes projectivas com centros no pélo norte e no pélo
sul (figura A.8):

x oy
V,zESY) = (77> 1
fa(x,y,2€87) 12 z#
x oy
v,zESY) = (—7) 1.
filxyz€57) 1+z 14z s

O atlas de S é constituido pelas cartas (S* —{n}, f,, R?) e (> — {s}, fs, R?).
Como fyo ;' : R2—{0} = R?2—{0} e f,of; ' : R2— {0} — R>— {0} sdo
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Figura A.8: Aplicacdo projectiva da esfera com centro no polo norte.

difeomorfismos, pois

_ X y
F(”av):fsofnlz (m’m)’

e a esfera S2 é uma variedade diferencidvel e analitica.

Seja M uma variedade diferencidvel compacta de R”. Uma curva em M
€ uma aplicacdo v : I C R — M. Chama-se espago tangente no ponto x € M
ao conjunto dos vectores velocidade de todas as curvas que passam pelo ponto
x € M. O espaco tangente no ponto x da variedade M designa-se por TM,.

Os elementos do espago tangente sio os vectores tangentes. No circulo S',
0 espaco tangente a um ponto x é a recta R. Para a esfera S? o espago tangente
aum ponto x € S? é o plano, TS? = R? (figura A.9).

TS)

Figura A.9: Espagos tangentes a circunferéncia e a esfera.

Os elementos do espaco tangente num ponto sio os vectores velocidade da
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curva y, isto é,
dy
dt

V=—-|_y €TM,
nas coordenadas de M em R".

O espago tangente a uma ponto de uma variedade tem a mesma dimensao
da variedade. O conjunto de todos os espacos tangentes a uma variedade é o
fibrado tangente — TM = U,y TM,. O fibrado tangente tem dimensdo 2n,
pois especificar um ponto de TM € equivalente a especificar um ponto x € M
e o respectivo vector tangente vV € TM,.. Assim, sey € TM , y = (x,V), em que
xXeEMeVeTM,.

Viram-se exemplos de variedades compactas de dimensdo 2. No entanto,
o exemplo da cirurgia do toro pode ser utilizado para construir outras varie-
dades compactas de dimensdo 2. Tomando como ponto de partida a carta do
toro ((0,27) x (0,27)), pode-se agora identificar lados opostos com mudangas
de sentido nas fronteiras. Na figura A.10 estdo indicadas as trés hipéteses
possiveis de identificagdo.

A A A

Yy
Y

Y
A

A A A

Figura A.10: Cartas do toro (a), da garrafa de Klein (b) e do plano projectivo
(c). Os lados opostos do quadrado identificam-se € A e B representam o mesmo
ponto da variedade.

No primeiro caso da figura A.10 obtem-se o toro, nos outros dois casos
obtém-se, respectivamente, a garrafa de Klein K? e o plano projectivo P?, am-
bas variedades compactas de dimensdo 2 (figura A.11).!

Na sua imersdo em R3, a garrafa de Klein apresenta pontos de cruzamento,
contradizendo o facto de a aplicacdo da carta para a variedade ser um home-
omorfismo. Estd-se assim perante uma imersdo ndo injectiva da garrafa de
Klein. O mesmo tipo de cruzamentos aparecem na imersao do plano projec-
tivo em R? — superficie de Steiner. Em geral tem-se:

10 plano projectivo P? é constituido pelo conjunto dos pontos antipodais da esfera S2.
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Figura A.11: Toro, imersdo ndo injectiva em R3 da garrafa de Klein e da su-
perficie de Steiner (imersao ndo injectiva do plano projectivo).

Teorema A.5 (Whitney). Se M" é uma variedade compacta de dimensdo n,
entdo é sempre possivel escolher um inteiro m, com m < 2n+ 1, de modo a
que M" tenha uma imersdo injectiva em R™.

Na figura A.12 estd representada outra carta da esferta S2.

C C

A A

Figura A.12: Carta da esfera S2. Os lados A, B, C e D identificam-se e a drea
delimitada pelo losangulo corresponde a calote inferior da esfera.

Al.4) Seja f : R — R uma funcdo continua. Mostre que o gréfico de f,
G(f) ={(x,f(x)) : x € R}, é uma variedade.

A1.5) Determine uma carta da superficie definida por

(V2 +y2—a)P?+22 =1,

A1.6) Mostre que a aplicagdo f; : (8> — {n}) — R? em que f,((x,y,2) €
§?) = (1%1’ 1%1) com z # 1 é um difeomorfismo.



Apéndice B

Equacoes diferenciais lineares

B.1 Equacoes autonomas

Os sistemas lineares de equacdes diferenciais ordindrias sdo integraveis, no
sentido em que é possivel escrever uma solugdo geral com a dependéncia
explicita no tempo e nas condi¢des iniciais. Para sistemas lineares, todos
os teoremas de bom comportamento das solugdes sdo validos: teorema de
existéncia e unicidade e teorema do prolongamento das solu¢des quando ¢ —
Foo.

Uma equacdo diferencial linear auténoma de ordem n pode aparecer numa
das seguintes formas:

A gD ra, x=0 (B.1)
ou,
X1 al ... Qain X1
Xn apl ... Qpu Xn
em que x) = d’:;;ﬁ”. A equagdo (B.1) pode-se escrever na forma (B.2). Com
a substituicdo de varidveis, x| = x, xp = x(l), Xy = x("_l), a equagdo (B.1)

367
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escreve-se na forma matricial (B.2), em que a matriz A tem a forma particular,

0 1 0O ... 00 O
0 0 1 ... 00 O
A= : : . (B.3)
0 0 0O ... 00 1
—Ap—1 —0p-2 —a

A matriz A designa-se por matriz companheira da equagao (B.1). Vejamos
entdo como obter as solucdes gerais das equagdes diferenciais (B.1) e (B.2).
Solucao geral da equacao diferencial linear (B.1)
A equacio diferencial (B.1) associa-se o polinémio caracteristico,

SHaxd '+ +a, =0.

Este polinémio tem raizes A, ..., A,, com r < n, e cada raiz tem multiplicidade
m;, com Y ;_; m; = n. A solu¢do geral da equacdo diferencial (B.1) é

em que p;(t) = a4 4 Olim;—1t + Clim, € OS Qljj s30 constantes a deter-

minar através das condigdes iniciais.
Por exemplo, a equacio diferencial

tem o polindmio caracteristico
X =4’ +5x-2=0.

As raizes do polinémio caracteristico sdo A; = 1 e A =2, com multiplicidades
2 e 1, respectivamente. Entdo, a solugdo geral da equacdo diferencial (B.4) é

X(l‘) = (Otlll + (X12>€[ + 06262[,

em que O, 02 € O sdo constantes a determinar. Com as condi¢des iniciais,
x(t =0) = xqp, X'(t =0) = x19 e X' (1 = 0) = xz0, tem-se que

o1 = —2x00 + 3x10 — X20
02 = 2x10 —X20
0 = Xoo — 2X10 +X20.
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Solucao geral da equacao diferencial linear (B.2)

Para encontrar a solucdo geral da equacdo diferencial (B.2), comega-se por
estender a equacdo real x = Ax ao plano complexo. Esta operacdo designa-se
por complexificacdo da equagao diferencial e consiste em deixar que x € C" e
que a matriz A possa ter entradas complexas.

Suponha-se entdo que detA # 0 e que todos os valores préprios de A sdo
diferentes. Sejam A4,..., A, os valores préprios de A € p, . .., P, OS respectivos
vectores proprios. Como € bem conhecido da algebra linear, existem matrizes
BeC, tais que, C = B 1AB, em que,

Pt 0 Pal M 0O - 0
e 5 0 A - 0
=| " et e=| 7 .
Pin D 0 0 - A,

e A; € C. Introduzindo a nova varidvel (complexa), y = B~ 'x, vem que
y=B'x=B'Ax= (B"'AB)y =Cy,

ou seja, a equagdo diferencial (B.2) escreve-se na forma y = Cy em que C é uma
matriz diagonal. Por analogia com a equagdo diferencial linear ¢ homogénea
em dimensio 1, y; = A;y;, a solugdo geral do sistema y = Cy é

yi(t) = eMy,-(O) Ji=1,...,n.

Invertendo a transformacdo de varidveis, x = ByB~!, a solucdo geral da equagdo
diferencial (B.2) é

M0 0
0 M ... 0

Xt)=B| . . _ | B7I%(0).
0 0 et

Exemplo B.1. Seja a equacio diferencial do oscilador harménico,

X =y
y = —Xx.

Neste caso, tem-se que
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Ora, esta matriz tem os valores proprios, A =i e A, = —i, a que correspondem
os vectores préprios, p; = (1,i) e p» = (1,—i). Assim, tem-se que

(4 )3 e (4 2)

Como a matriz C € diagonal, vem que a solucao geral da equagao do oscilador
harmonico é

T y(t) = ane +ane ™

x(t) = alle’t +ape
e as quatro constantes a;; determinam-se através das condi¢des iniciais e das
relagdes entre as solugdes x(¢) e y(¢), definidas pelo sistema de equacdes di-
ferenciais. Note-se que, para um sistema linear de n equagdes diferenciais
existem n condi¢des iniciais e 2n constantes a determinar.

B.2 Equacoes nao autonomas

A teoria de Floquet das equagdes ndo auténomas € extensa. No entanto, pode-
se resumir os resultados fundamentais.
A equacdo diferencial afim e ndo auténoma mais geral tem a forma

x=A(t)x+b(t), (B.5)

em que A(¢) é uma matriz (continua) e b(¢) é um vector. Considere-se a
equacdo linear
= A(t)x. (B.6)

Se ¢; é uma solucdo da equacdo (B.5) e ¢ uma solu¢do da equagao (B.6),
tem-se que

01+ 02 = A(t) (91 + ¢2) + b(r).

Assim, (¢; + ¢,) € uma solucdo de (B.5). Se xp é uma condic@o inicial para
(B.5), com ¢»(0) = xo e ¢;1(0) = 0, decorre que a solugdo geral da equagio
nio homogénea (B.5) ¢ a soma da solucdo geral da equagdo homogénea mais
a solucdo particular da equacdo ndo homogénea para a condi¢ao inicial nula.
Este resultado € bastante geral e vai-se reflectir na teoria de Floquet.
Para construir a teoria de Floquet comeca-se por construir a equacdo ma-
tricial
M=A(t)M, B.7)
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em que M é uma matriz. Escolhendo como condi¢@o inicial M(0) =1, a
solu¢do geral de (B.6) pode-se escrever na forma, @(7,x0) = M(t)xo. Seja
entdo a solu¢do M(t) de (B.7) com a condi¢@o inicial M(0) = 1. A matriz M(r)
designa-se por matrizante ou matriz fundamental das equagdes (B.5) e (B.6).

Caso seja possivel encontrar um matrizante, da teoria de Floquet decorre
que a solugdo geral de (B.5) é

0(1) = M(t)xo+ M(1) /0 "MV (s)b(s)ds. (B.8)

Exemplo B.2. Seja a equacio diferencial nao auténoma

i<§)2<—?é)(i)*(asin(rﬁﬁaw(z))’ B9

em que o e 3 sdo constantes. A equag@o para o matrizante é
d (my omg ) _ 01 mip mp2
dr \ my my -1 0 my my )’

cuja solucgdo é
B cos(t) sin(r)
M(r) = ( —sin(r) cos(r) ) ’ (B.10)

para a condic@o inicial m;;(0) = ma(0) = 1 e m12(0) = my1(0) = 0. Por (B.9)
e introduzindo (B.10) em (B.8), a solucdo da equagdo (B.9) é

x(t) - cos(t)  sin(r) X0
(y(t) ) B < —sin(r)  cos(r) ) < Yo >
M) < Jo(—arsin?(s) + B cos(s) sin(s))ds )
Jo(oesin(s) cos(s) — B cos®(s))ds
_ < xocos(t) + yosin(z) )

—xosin(t) 4 yocos(t)

—tarcos(t) + (o —tf3)sin(z)
+ ;< —tB cos(t) +tasin(t) — Bsin(r) )

B2.1) Determine a solucdo da equacdo diferencial

1 0 —1
=10 2 |x
111

para as condigdes iniciais x1(0) = 1.0, x(0) = 2.0 e x3(0) = 3.0.
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Apéndice C
Equacoes as diferencas lineares

As equacdes as diferengas surgem como o resultado de aproximacgdes as e-
quagdes diferenciais ordindrias e as equacdes as derivadas parciais. Também
podem aparecer em aplicagdes como equagdes associadas a modelos em que as
varidveis independentes (espaciais ou temporais) sao discretas. Por exemplo,
considerem-se as equagdes

dx of % f
Com as aproximagdes as diferencas finitas
dr _ st+A)=x(0) | Pf _ flakAxn) 4 flx— Axt) ~2f (x,)

dt — At oxr (Ax)? ’
(C2)
pode-se aproximar as duas equagdes em (C.1) por
Xn+1 —Xn f,’n+1 - fln D n n n
- = ; n =21 3
At f(x) At (AX')Z (f;Jrl +-fl*1 fz ) ) (C )

em que x, = x(t = nAt), fI' = f(x = iAx,t = nAt). Neste caso, as varidveis in-
dependentes n e i descrevem, respectivamente, a evolucdo temporal e espacial
em intervalos discretos de tempo e espago.

A forma geral da equagdo as diferencas linear em dimensao k é

1 1

Xp+1 Xn
c | =a] : ], (C.4)

k k

xn-H Xn

373
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em que A é uma matriz de k X k, n é a varidvel independente discreta que
percorre os inteiros e x;, € R ou C.
As equagdes as diferencas da forma

Xn+k + b]X,H_k_] +...+ bkxn =0 (CS)

podem-se escrever na forma matricial através da substituicdo de varidveis x! =
xn,x,% =Xp41..-€ x’,‘l = Xp1k—1, €M que a matriz A é

0 1 0 ... O
o o 1 ... 0

A= O o0 o0 ... 1 (€6)
—by ... .. .. b

Veja-se como determinar as solugdes gerais da equacdo as diferencas (C.4),
em que A é uma matriz ndo singular, detA # 0. A solucdo de (C.4) tem a forma

—

Xn = h(n,Xo),
em que Xp = (x,...,x5)7 € o vector das k condigdes iniciais.

Se detA # 0, entdo existe uma matriz invertivel B tal que, BAB~' =Ce C
¢ uma matriz diagonal, eventualmente complexa. Com y = BX, vem que

Yui1 = BAB™15, = Cy,. (C.7)

Ora, como (C.7) € um sistema de k equagdes independentes, a sua solucdo
reduz-se a solu¢do da equacdo unidimensional

Yntr1 = AYn, (C.8)

em que A € C. Dada a condi¢@o inicial yg, tem-se que y; = Ayg, y = Ay; =
A2yo e, por inducdo,

yn = A"yp. (C.9
Assim, por (C.9), a solucdo geral de (C.7) é
Y A'yo
= : . (C.10)
N Aeys
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Mas como, ¥ = BXB~!, ¥ = B~'yB, tem-se que

Ao
¥, =B'%,B=B"! : B
ALY6
=B (Al A - (300, 05)"B)
%

=B~ Ar,..., A")B-

Clllf +C12)LG —+... —i—Clk)L]?

Cn]lf +... . +Ckk24]?

em que os ¢;; sdo constantes a determinar através das matrizes B e B le
das condi¢des iniciais. Conclui-se assim que a solucdo geral da equacdo as
diferencas linear (C.4) tem a forma

x)=ciA .. e,

em que os A; sdo os valores proprios da matriz A e os cj; sdo constantes que
dependem das condicdes iniciais.

Exemplo C.1. Equagéo de Fibonacci. Seja a equacéo as diferencgas
Xn42 = Xnt1 + X, (C.1D

com as condicdes iniciais xg € x;. Com as varidveis x,+| = y,, aequacio (C.11)

escreve-se na forma
Xn+l = Yn
M
Ynrl =Ynt+2xn

)= ()G =)

= :A .

Yn+1 11 Yn In

Os valores préprios da matriz A sdo A; = (1++/5)/2, L = (1—-+/5)/2 e a
solucdo geral da equacido (C.11) é

ou seja,

n n
Xp =c11 (1%6) +c12 (1%6)

n n
Yo =cC21 (7”2‘6) +c2 (71_2\6) .
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Paran=0,en=1 vem que

Xo =c11+ci2
Yo =cC2+c
x| =Yo=Ccil (#) +ci2 <%>

Yi =Yo+Xxo=ca (%)Jrczz (FT\@)

Resolvendo este sistema em ordem aos c;;, obtém-se

ci = 3% (1—%)4-%@)’0
crn = 13X <1+ﬁ>—ﬁ)’0
1 = %XWI- 30 <1 + %)
) Z—%Xo-i-%yo (1 —%)

e a solucdo geral da equacdo de Fibonacci estd assim determinada.
Particularizando as condi¢des iniciais para xo = 1,x; = yg = 1, vem que

I 1\ [1+V5) 1 1\ (1-v5)"
Xp==|14+— +-(1—-— ,
2 NG 2 2 NG 2
que € um niimero inteiro para qualquer n, como pode ser facilmente verificado
por (C.11): xo=2,x3=3,x4=15,x5=8,...,x10 = 89, etc..

A3.1) Determine a solucio geral da equacgao as diferencas

Xnt2 +Xp = 0.



Apéndice D
Transformacoes de escala

As equacdes que descrevem modelos de sistemas fisicos ou biolégicos t€m
em geral dimensdes fisicas e dependem de varios parametros. Muitos dos
parametros dos modelos ndo dependem linearmente entre si e as solu¢des dos
modelo podem ser pouco sensiveis a variagdes particulares de parametros. Por
outro lado, muitas das varidveis podem ter solugdes em regides de variacio
das varidveis muito particulares e dificeis de encontrar. As transformacdes de
escala das equacdes dos modelos permite reduzir o nimero de parametros dos
modelos e determinar algumas das propriedades essenciais dos modelos.

Como exemplo, vai-se adimensionalizar a equacgdo logistica de crescimento
populacional, encontrando a forma mais simples para analisar as solugdes
desta equagdo. A equacdo logistica escreve-se na forma

d—N:rN(K—N), (D.1)
dt

em que N é o nimero de individuos de uma populacdo, ou uma concentragao.

Designem-se as unidades de N por [N]. As constantes r e K, tém unida-

des [N]~'s~! e [N], respectivamente. Para adimensionalizar a equagdo (D.1),

introduzem-se as novas variaveis (transformacdes de escala)

x=0aN e T=M, (D.2)

em que ¢ e ¥ sdo constantes a determinar e x € T s30 novas variaveis. Introdu-
zindo (D.2) em (D.1), obtém-se

dx o dN

1 |
— = —rKx — —rx~“. D.3
dt vy dt yr * ocyrx D-3)
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Escolhendo os seguintes valores para as constantes compostas

1 1
-rK=1 e —r=1. (D.4)
Y oy
Das relagdes (D.4) resulta que
1 N
}/:rK,a:?,x:? e T=rKt. (D.5)

Assim, a equacdo adimensionalizada do modelo logistico reduz-se a

% =x(1—x). (D.6)

Do ponto de vista qualitativo, todas as solu¢des da equacdo logitica (D.1)
reduzem-se as solu¢des da equacdo adimensional (D.6), independentemente
dos parametros N e r.

Em muitos casos, ndo € possivel eliminar completamente a dependéncia
nos parametros, pelo que nessas situacdes as novas equagdes sdo mais simples,
mas t&m dimensdes dependentes das escolhas feitas para as transformagdes de
escala.
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Para os leitores com formagdo em fisica e engenharia, uma das referéncias
introdutdrias para o estudo da teoria dos sistemas dindmicos € o livro de Guc-
kenheimer e Holmes [ ]. No primeiro capitulo
faz-se um percurso sobre a linguagem bdésica da teoria dos sistemas dindmicos,
estando implicito que se t€ém alguns conhecimentos basicos de equagdes dife-
renciais ordindrias. E uma das referéncias cldssicas para aprender sistemas
dindmicos. Uma referéncia em que sio explorados aspectos mais geométricos,
incluindo uma discussdo sobre a teoria KAM e alguns aspectos da teoria er-
gbdica, € o livro de Broer e Takens [ ]. O livro de Strogatz
[ ] € uma introducdo dirigida a fisicos e engenheiros. Para uma
introdug¢do aos sistemas dindmicos, sem conhecimento prévio de equagdes di-
ferenciais e dlgebra linear, o livro de Hirsh, Smale e Devaney [

] d4 todas as bases necessdrias. Inclui alguns capitulos de aplicacdes
e tem uma introducdo excelente a nocdo de estabilidade estrutural, conceito
central na teoria moderna dos sistemas dindmicos. Este livro tem ainda al-
guns capitulos dedicados a aplicacdes. E possivel encontrar na net outras
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referéncias, entre as quais podemos seleccionar a obra de Cvitanovich [
] e a curso de Berglund [ ]. A Wikipedia é também
uma excelente referéncia.

Para os leitores com formacdo universitiria em matemativa, o livro de Ar-
nold [ ] é uma referéncia fundamental para quem trabalha em sis-
temas dindmicos. Neste livro, introduz-se a teoria geométrica dos sistemas
dindmicos, preparando o leitor para alguns aspectos mais modernos da teo-
ria. O livro de Arnorld [ ] aborda assuntos mais avangados. Uma
alternativa aos livros de Arnold e que contem de uma forma bastante estru-
turada os resultados mais recentes da teoria dos sistemas dindmicos € o livro
de Arrowsmith e Place [ ]. E uma referéncia indis-
pensavel para muitos aspectos técnicos da teoria. Uma alternativa com um
pendor mais formal sdo os livros de Hasselblatt e Katok, [

lel ], e de Broer e Takens [

]. O tratado mais completo sobre equagdes diferenciais € o livro de Hart-
man [ ]. Para estudar sistemas dindmicos associados a mapas
do intervalo, aconselham-se os livros de Devaney [ ] e de Collet
e Eckmann [ le| 1. [

] € uma introdu¢do muito completa ao estudo dos sistemas dindmicos dis-
cretos no plano complexo.
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